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摘 要：探究了一个小球在圆弧形滑块上运动的力学问题，给出了细致的推证，结果表明：物体的速度、位移、

加速度、作用力均随位置角参量θ变化，一对内力分别做了功，但做的总功等于零的特点；并进行了必要的教学讨

论．
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１　 引言

一个典型力学问题如下：如图１，质量为Ｍ，具

有半径为Ｒ 的圆弧形面的物块位于光滑水平面上，

质量为ｍ 的小球自光滑圆弧面顶端滑下，最初物块

和小球都处于静止状态．求小球脱离物块时小球和

物块的速度［１，２］．其解答为：水平面为参照系，ｍ 脱

离Ｍ 时的速度方向均沿水平方向，由质点系的动量

守恒和机械能守恒求得速度大小［１］．

图１

然而，ｍ 和Ｍ 分别相对于水平面做何种运动？

速度如何？位移如何？作用力怎样？功–能又怎

样？似乎避而不谈，以致不甚明确；再者，解决此问

题的物理学方法论有何特色？中学物理可合理解决

到什么程度？

本文就此进行相应的探究，以期获得较完备的

解答，并为此问题的开放式教学奠定坚实的物理理

论基础．

２　 探究

为了更加明晰起见，探究不局限于此题设问题，

以获得此问题的尽可能完备的信息．

以水平面为参照系（惯性系），分别以小球、物块

为研究对象，受力如图２所示．

图２

在水平面沿水平ｘ方向、竖直ｙ方向建立坐标

系Ｏ －ｘｙ．依据牛顿第二定律，分别对ｍ 和Ｍ 有

　　　　Ｎｃｏｓθ＝ｍａｍｘ （１）

　　ｍｇ－Ｎｓｉｎθ＝ｍａｍｙ （２）

　　－Ｎ′ｃｏｓθ＝－ＭａＭｘ （３）

　　Ｍｇ＋Ｎ′ｓｉｎθ－Ｆ＝０ （４）

依据牛顿第三定律有（大小关系）

　　　　　　Ｎ′＝Ｎ （５）

由式（１）～ （５）知，ｍ 和Ｍ 分别相对水平面可

能做非匀变速直线运动（ｘ，ｙ方向）．
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２．１　 速度特点

设ｕ为ｍ 相对Ｍ 的速度大小（方向沿圆弧切

向），ｖｍ 与ｖＭ 分别为ｍ 与Ｍ 相对水平面的速度大

小；则有

　　　　　　ｕ＝Ｒ
ｄθ
ｄｔ

（６）

　　　　ｖｍｘ ＝ｕｓｉｎθ－ｖＭｘ （７）

　　　　　ｖｍｙ ＝ｕｃｏｓθ （８）

由式（１）、（３）和（５）得

　　　　　ａｍｘ ＝
Ｍ
ｍａＭｘ

（９）

式（９）对时间０～ｔ积分，得

　　　　　ｖｍｘ ＝
Ｍ
ｍｖＭｘ

（１０）

式（１０）也可直接由质点系（ｍ＋Ｍ）的水平方
向动量守恒推得．由式（７）、（１０）得

　　　　ｖｍｘ ＝
Ｍ

Ｍ ＋ｍ
ｕｓｉｎθ （１１）

　　　　ｖＭｘ ＝
ｍ

Ｍ ＋ｍ
ｕｓｉｎθ （１２）

由式（７）、（８）和图２可知，ｍ 相对Ｍ 的元位移

ｕｄｔ与ｍ 受Ｍ 的弹性力Ｎ 正交；依据质点系一对内

力做功的特点 ——— 一对内力做的总功仅决定于相

互作用力和相对位移［３］，可定性推知，一对弹性内力

Ｎ 和Ｎ′做的总功等于零；则质点系（ｍ＋Ｍ＋地球）

的机械能守恒，有

　
１
２
ｍｖ２ｍ ＋

１
２
Ｍｖ２Ｍ ＝ｍｇＲｓｉｎθ （１３）

由式（１１）、（８）、（１２）、（１３）得

　　ｕ＝
２（Ｍ ＋ｍ）ｇＲｓｉｎθ
Ｍ ＋ｍｃｏｓ２θ槡 （１４）

将式（１４）分别代入（８）、（１１）、（１２）得

　ｖｍｘ ＝
２　Ｍ２　ｇＲｓｉｎ３θ

（Ｍ ＋ｍ）（Ｍ ＋ｍｃｏｓ２θ）槡 （１５）

　ｖｍｙ ＝
２（Ｍ ＋ｍ）ｇＲｓｉｎθｃｏｓ２θ

Ｍ ＋ｍｃｏｓ２θ槡 （１６）

　ｖＭｘ ＝
２ｍ２　ｇＲｓｉｎ３θ

（Ｍ ＋ｍ）（Ｍ ＋ｍｃｏｓ２θ）槡 （１７）

式（１４）、（１５）、（１６）、（１７）表明，ｕ，ｖｍｘ，ｖｍｙ，ｖＭｘ 均是

位置角参量θ０≤θ≤
π
２（ ）的函数，即随θ的变化

而变化；特别当ｍ 脱离Ｍ 时，有

　　　ｕ θ＝
π
２ ＝

２（Ｍ ＋ｍ）ｇＲ
Ｍ槡 （１８）

　　　　ｖｍｘ θ＝
π
２ ＝

２　ＭｇＲ
Ｍ ＋ｍ槡 （１９）

　　　　　ｖｍｙ θ＝
π
２ ＝０ （２０）

　　　ｖＭｘ θ＝
π
２ ＝

２ｍ２　ｇＲ
Ｍ（Ｍ ＋ｍ）槡 （２１）

式（１９）、（２１）同运用质点系的动量守恒和机械

能守恒推得的结果［１］．
由式（１４）、（１５）、（１６）、（１７）通过数学可严格推

证（由相应速度对位置角的一阶导数等于零，得合理

的极值位置角；再由二阶导数的极值位置角的值小

于零和位置角的变化范围，可推知此位置角对应最

大值）：θ＝
π
２
时，ｕ，ｖｍｘ，ｖＭｘ 均取最大值；而当θ

＝ａｒｃｃｏｓ （１．５ｋ）２＋２槡 ｋ－１．５ｋ［ ］
１
２ 时，ｖｍｙ 取最大

值 其中ｋ＝
Ｍ
ｍ（ ）．

由式（６）、（１４）得

　　　
ｄθ
ｄｔ＝

２ｇ
Ｒ
（Ｍ ＋ｍ）ｓｉｎθ
Ｍ ＋ｍｃｏｓ２θ槡 （２２）

式（２２）表明，不仅θ是ｔ的函数，而且
ｄθ
ｄｔ
随θ的变化

而变化．因此，由式（１４）、（２２）知，ｍ 相对Ｍ 做变速

圆周运动；由式（１５）、（１６）、（１７）、（２２）知，ｍ和Ｍ 分

别相对水平面做非匀变速直线运动（ｘ和ｙ方向）．

２．２　 位移特点

ｍ 相对水平面的水平元位移大小为

　　ｄｘｍ ＝ｖｍｘｄｔ＝ｖｍｘ
ｄｔ
ｄθ
ｄθ （２３）

由式（６）、（１１）、（２３）得

　　　ｄｘｍ ＝
ＭＲｓｉｎθ
Ｍ ＋ｍ

ｄθ （２４）

同理，由式（６）、（８）、（１２）得

　　　ｄｙｍ ＝Ｒｃｏｓθｄθ （２５）

　　　ｄｘＭ ＝
ｍＲｓｉｎθ
Ｍ ＋ｍ

ｄθ （２６）

式（２４）、（２５）、（２６）分别对０～θ积分，得

　　　ｘｍ ＝
ＭＲ
Ｍ ＋ｍ

（１－ｃｏｓθ） （２７）

　　　　ｙｍ ＝Ｒｓｉｎθ （２８）
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　　　ｘＭ ＝
ｍＲ
Ｍ ＋ｍ

（１－ｃｏｓθ） （２９）

式（２７）、（２８）、（２９）表明，ｘｍ，ｙｍ，ｘＭ 均随θ变化；特
别有

　　　　ｘｍ θ＝
π
２ ＝

ＭＲ
Ｍ ＋ｍ

（３０）

　　　　　　ｙｍ θ＝
π
２ ＝Ｒ （３１）

　　　　ｘＭ θ＝
π
２ ＝

ｍＲ
Ｍ ＋ｍ

（３２）

由式（２７）、（２８）、（２９）和θ的变化范围可直接

知，θ＝
π
２
时，ｘｍ，ｙｍ，ｘＭ 均取最大值．

２．３　 加速度特点

式（１４）、（１５）、（１６）、（１７）分别对ｔ求导，再结合

式（２２）得

ｄｕ
ｄｔ＝

（Ｍ ＋ｍ）ｃｏｓθ
Ｍ ＋ｍｃｏｓ２θ

１＋
２ｍｓｉｎ２θ
Ｍ ＋ｍｃｏｓ２θ（ ）ｇ （３３）

ａｍｘ ＝
Ｍｓｉｎθｃｏｓθ
Ｍ ＋ｍｃｏｓ２θ

１＋
２（Ｍ ＋ｍ）
Ｍ ＋ｍｃｏｓ２θ（ ）ｇ （３４）

ａｍｙ ＝
（Ｍ ＋ｍ）（ｍｃｏｓ４θ＋３　Ｍｃｏｓ２θ－２　Ｍ）

（Ｍ ＋ｍｃｏｓ２θ）２
ｇ

（３５）

ａＭｘ ＝
ｍｓｉｎθｃｏｓθ
Ｍ ＋ｍｃｏｓ２θ

１＋
２（Ｍ ＋ｍ）
Ｍ ＋ｍｃｏｓ２θ（ ）ｇ （３６）

式（３３）、（３４）、（３５）、（３６）表明，
ｄｕ
ｄｔ
（相对切向加速

度），ａｍｘ，ａｍｙ，ａＭｘ 均随θ变化；再联系式（２２）知，不
仅ｍ 相对Ｍ 做变速圆周运动，而且ｍ，Ｍ 分别相对

水平面做非匀变速直线运动（ｘ，ｙ方向）；特别有

　
ｄｕ
ｄｔ θ＝０

＝ｇ　　
ｄｕ
ｄｔ θ＝

π
２

＝０ （３７）

　　ａｍｘ θ＝０＝０　　ａｍｘ θ＝
π
２ ＝０ （３８）

　ａｍｙ θ＝０＝ｇ　　ａｍｙ θ＝
π
２ ＝－２　１＋

ｍ
Ｍ（ ）ｇ （３９）

　ａＭｘ θ＝０＝０　　ａＭｘ θ＝
π
２ ＝０ （４０）

由式（３３）、（３４）、（３５）、（３６）通过数学可严格推

证（由相应加速度对位置角的一阶导数等于零，得合

理的极值位置角；再由二阶导数的极值位置角的值

小于零和位置角的变化范围，可推知此位置角对应

最大值）．当ｋ＜５，

θ＝ａｒｃｃｏｓ　３（１＋ｋ）－ ８（１＋ｋ）２＋槡 １［ ］
１
２

时，ｄｕ
ｄｔ
取最大值；

当ｋ＞５，θ＝０时，
ｄｕ
ｄｔ
取最大值；

θ＝ａｒｃｃｏｓ

３（１＋ｋ）２－ｋ－（１＋ｋ） ９（１＋ｋ）２－１２槡 ｋ
３＋２ｋ

熿
燀

燄
燅

１
２

时，ａｍｘ，ａＭｘ取最大值；θ＝０和
π
２
时，ａｍｙ分别取最大

值和最小值；

θ＝ａｒｃｃｏｓ （１．５ｋ）２＋２槡 ｋ－１．５ｋ［ ］
１
２ 时，ａｍｙ 取零

值 其中ｋ＝
Ｍ
ｍ（ ）．

２．４　 作用力特点

由式（１）、（４）、（５）及式（３４）得

Ｎ＝
Ｍｍｓｉｎθ

Ｍ ＋ｍｃｏｓ２θ
１＋

２（Ｍ ＋ｍ）
Ｍ ＋ｍｃｏｓ２θ（ ）ｇ （４１）

Ｆ＝
Ｍ（Ｍ ＋ｍ）
Ｍ ＋ｍｃｏｓ２θ

１＋
２ｍｓｉｎ２θ
Ｍ ＋ｍｃｏｓ２θ（ ）ｇ （４２）

式（４１）、（４２）表明，Ｎ，Ｆ均随θ变化；因而再次

说明ｍ，Ｍ 分别相对水平面做非匀变速直线运动

（ｘ，ｙ方向）；特别有

Ｎ θ＝０＝０　　Ｎ θ＝
π
２ ＝ｍ ３＋

２ｍ
Ｍ（ ）ｇ （４３）

Ｆ θ＝０＝Ｍｇ　Ｆ θ＝
π
２ ＝（Ｍ ＋ｍ）１＋

２ｍ
Ｍ（ ）ｇ
（４４）

由式（４１）、（４２）通过数学可严格推证（由相应

作用力对位置角的一阶导数等于零，得合理的极值

位置角；再由二阶导数的极值位置角的值小于零和

位置角的变化范围，可推知此位置角对应最大值）：

当θ＝
π
２
时，Ｎ，Ｆ 均取最大值．

２．５　 功 －能特点

由式（２４）、（２５）、（２６）及式（４１）、（５）推得，质点系

（ｍ＋Ｍ）的一对弹性内力Ｎ和Ｎ′的元功和等于零，即

Ｎｃｏｓθｄｘｍ －Ｎｓｉｎθｄｙｍ ＋Ｎ′ｃｏｓθｄｘＭ ＝０ （４５）

由式（４５）知，虽然一对弹性内力Ｎ 和Ｎ′做的

总功等于零，但却做了功，其效果仅使质点系（ｍ＋

Ｍ ＋地球）的机械能转化（ｍ 的重力势能转化为竖

直方向ｍ 的动能和水平方向ｍ，Ｍ 的动能），从而使

质点系的机械能守恒［式（４５）是一对弹性内力Ｎ 和

Ｎ′做的总功等于零的定量推证］．
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３　 讨论

３．１　 方法

上述探究借鉴了相似力学问题的解法［４］，概括

上述探究运用的物理学方法，主要有隔离法、理想模

型法、运动分解法、相对运动法、系统法、微分法、积

分法（数学方法）．
从上述速度特点的探究中可明显看出，涉及运

动分解法、相对运动法、系统法，并以系统法（仅考虑

动量、能量，表现为简捷性）为主；因不细致考虑质

点系的弹力内力，从而运用系统法无法确定弹力内

力．从上述作用力特点的探究中可明显看到，涉及隔

离法、理想模型法、运动分解法，并以隔离法（考虑作

用力、加速度，表现为精细性）为主；因细致考虑各

质点的各作用力，从而运用隔离法精细确定各作用

力．

３．２　 教学

就大学普通物理而言，不应仅仅满足于此典型

力学问题的解决，而应尽可能达到全面、深入的认

识，更应从物理学方法论方面提升．
或许，从大学普通物理居高临下地审视中学基

础物理，可使物理问题的认识更深、更广．若从中学

基础物理层次仅仅求此典型力学问题的水平位移大

小［５］，则目前基本无能为力．因为质点间的相互作用

力是变力，两质点分别相对水平面沿水平方向做初

速为零的非匀变速直线运动，要求水平位移大小，就

不得不涉及微积分；而中学基础物理目前不涉及微

积分，这就使得从中学基础物理层次合理求此问题

的水平位移大小成为不可能．然而，就中学基础物理

而言，可有理有据地解决此问题中的速度问题；可理

解、可操作的推理有式（７）、（８）、（１０）、（１１）、（１２）、

（１３）以及式（１４）、（１５）、（１６）、（１７）和式（１８）、（１９）、

（２０）、（２１）；运用的物理学方法主要有理想模型法、

运动分解法、相对运动法、系统法．

４　 结语

本文深入、细致地探究了一个看似简单的典型

力学问题，不仅获得了此问题的尽可能完备的信息
——— 速度、位移、加速度、作用力、功–能的特点，深

化了对此问题的理性认识；而且讨论了解决此问题

运用的主要物理学方法，从大学普通物理、中学基

础物理两个层次讨论了此典型力学问题教学的可行

的要点，从而为此问题的开放式教学奠定了坚实的

物理理论基础．本文不但提供了解决非匀变速直线

运动问题的实例，而且可作为从大学普通物理看待

中学基础物理问题的实例．
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Ｌａｎｚｈｏｕ，Ｇａｎｓｕ　７３００７０）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｔｈｉｓ　ｐａｐｅｒ　ｄｅｌｖｅｓ　ｉｎｔｏ　ａ　ｔｙｐｉｃａｌ　ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ　ｐｒｏｂｌｅｍ，ａｎｄ　ｐａｒｔｉｃｕｌａｒ　ｄｅｄｕｃｔｉｏｎｓ　ａｒｅ　ｇｉｖｅｎ，ｔｈｅ　ｒｅｓｕｌｔｓ

ｓｈｏｗ　ｔｈａｔ　ｖｅｌｏｃｉｔｙ，ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ，ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ，ｆｏｒｃｅ　ｏｆ　ｏｂｊｅｃｔｓ　ａｌｌ　ｖａｒｙ　ｗｉｔｈ　ｐｏｓｉｔｉｏｎ　ａｎｇｌｅ　ｐａｒａｍｅｔｅｒθ，ａｐａｉｒ　ｏｆ

ｉｎｔｅｒｎａｌ　ｆｏｒｃｅｓ　ｗｏｒｋ　ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ，ｂｕｔ　ｔｈｅｉｒ　ｔｏｔａｌ　ｗｏｒｋ　ｅｑｕａｌｓ　ｔｏ　ｚｅｒｏ；ａｎｄ　ｎｅｃｅｓｓａｒｙ　ｔｅａｃｈｉｎｇ　ｄｉｓｃｕｓｓｉｏｎ　ｉｓ　ｍａｄｅ．

Ｋｅｙ　ｗｏｒｄｓ：ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ　ｐｒｏｂｌｅｍ；ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ；ｔｅａｃｈｉｎｇ　ｒｅｓｅａｒｃｈ；ｍｅｔｈｏｄ
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