
从不同视角解析数学教科书中的习题
①

———以“漏壶”问题为例
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１　问题的提出

新课程实施以来，数学教材 的 整 体 面 貌 发 生

了很大的变化，这除了表现在教材的正文中，在习

题的配备上也有所体现．与之前的教材相比，新教

材中的很多习题不再是单一的解题，而是有了 丰

富的背景知识，它们或涉及自然与社会中的实 际

问题，或与 学 生 的 生 活 实 际、相 关 学 科 紧 密 相 联

系．习题的设计除了着眼于所学知识的巩固与 应

用，还渗透了许多数学史和数学文化等方面的 内

容，这对于学生情感、态度、价值观的培 养 都 有 很

好的作用．然而，在教学实践中，大多数 教 师 往 往

只关注如何求解、获得正确答案，对于习题中渗透

的其他丰富内涵挖掘不够，使得习题所包含的 教

育价值没有得到充分的体现．
在２０１３人教版“义务教育教 科 书·数 学”八

年级下册，第十九章第一节“函数”中有这样一道

习题：“漏壶”是一种古代计时器（如图１所示）．在
它内部盛一定量的水，水从壶下的小孔漏出，壶内

壁有刻度，人们根据壶中水面的位置计算时间．用

ｘ表示漏水时间，ｙ表示壶底到水面的高度．下面

哪个图象适合表示ｙ与ｘ的对应关系？（不考虑

水量变化对压力的影响．）［１］

图１

　　　（１）　　　　　　　　　（２）

　　　　　　　　　（３）
面对这道习题，多数教师 一 般 会 带 领 学 生 这

样分析：随着时间的增大，壶底到水面的高度ｙ不

可能增大，只会减小，故可先排除选项（１）；题目注

明说不考虑水量变化对压力的影响，那么在 相 同

的时间间隔内水流出的量是相同的，水面下 降 的

高度是相同的，即可排除选项（３）；而且当在一定

的时刻，壶内的水流完，壶底到水面的高度ｙ＝０，
所以在不 考 虑 水 量 变 化 对 压 力 的 影 响 的 条 件 之

下，通 过 排 除 法 很 容 易 得 到 选 项（２）这 个 正 确

答案．
到此，这道习题的教学也就宣告结束．而学生

则还显得意犹未尽，古代计时器———漏壶，这是怎

么一回事，是通过什么原理来计时 的？题 目 中 注

明不考虑水量变化对压力的影响，如果要考 虑 这

一因素，又会如何？学生的这些好奇与困惑，正是

教师在备这道习题时所忽略的．教师的目的 是 选
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出正确答案即可，而对于学生而言，他们想从这个

问题中知道更多，包括数学知识与文化，数学思想

与方法，数学与其他学科的联系等等．显 然，教 师

要对 题 目 所 包 含 的 各 种 信 息 做 进 一 步 深 入 的

挖掘．
２　从不同视角解析习题

２．１　数学文化视角

《义务教育数学课程标准（２０１１年版）》提出，

数学是人类文化的重要组成部分，数学素养是 现

代社会每一个公民应该具备的基本素养．作为 促

进学生全面发展教育的重要组成部分，数学教 育

既要使学生掌握现代生活和学习所需要的数学知

识与技能，更要发挥数学在培养人的思维能力 和

创新能力方面的不可替代的 作 用．［２］习 题 教 学 是

数学教学中的重要内容，很多习题都有着丰富 的

背景知识、数学文化、数学史方面的内 容，还 有 与

其他学科的联系等，教师应在这些方面深入挖掘，
并将其作为解题的重要组成部分展现出来．让 学

生通过问题的解决，不仅能得到正确答案，还能了

解题目中蕴含的数学文化，感受数学与人类社 会

生活、数学与其他学科的紧密联系．
中国古代计时器分为日晷、漏刻、机械计时器、

轮漏、木漏五大系统．［３］漏壶也叫漏刻，是中国古代

最重要的计时仪器之一．漏，指漏壶，即底部带有一

个泄水小孔的容器；刻，指箭刻．箭，就是标有时间

刻度的标尺，它是根据漏壶中的水量变化来度量时

间的．漏壶主要有泄水型和受水型两类，壶的底部

开一个小孔让水滴漏，观测壶内的水量减少量来计

算时间，这种漏壶叫泄水型漏壶；观测壶内的水的

增加量来计算时间，这种叫做受水型漏壶．［４］［５］

图２　复式漏壶

中国历史上的时间计量是把１日分成１００刻

或１２个时辰：子、丑、寅、卯、辰、巳、午、未、申、酉、
戌、亥，即以十二地支计时．每个时辰又分为初、正
两个部分．实际上也把１日分成了２４小时．而每

个时辰又含８刻，一天共９６刻，余下的４刻，上下

半天各分２刻．至今保存最早的漏刻，是西汉时制

造的．据史籍记载，漏刻的发展大致 为，由 单 壶 为

多级壶，改沉箭法为浮箭法．东汉时，张 衡 改 单 壶

为双壶，改沉箭为浮箭．为了尽量保持漏壶水量基

本不变，水滴入受水壶速度均匀，从而提高计时的

准确性，后来经过不断改进，漏壶多至三级、四级，
以三级漏壶使用最为广泛．如图２为后来发展的

多级漏壶的一种．［６］

早期漏刻的形式一般比 较 简 单，只 有 一 只 简

单的壶，壶的底部开有一小口，使用方法是把壶装

满水，然后任其泄流，流完一壶为１单 位 时 间，如

果需要，再将壶灌满，重复使用．这种 单 壶 泄 水 型

漏壶，只适应于对计时的精确性要求不高的场合．
为了计时方便，人们便在漏壶的壶壁上刻一 些 用

来表示时刻的标记，当水面高度降低到某一 标 记

时，人们就可以粗略地读出所对应的时刻．但这种

方法还不是很方便，后来人们又作了进一步 地 改

进，将一根刻有时刻标记的木条或竹竿竖直 插 入

壶内，通过察看壶内木条被水面浸淹的部位，然后

根据木条、竹竿上的时刻标记就可方便地读 出 时

刻，这种方法又称“淹箭法”．

图３　西汉铜漏

如图３是西汉满城铜漏．下有三足，通高２２．
４厘米，壶身接近壶底处有一小管外通．壶盖上有

方形提梁，壶盖和提梁有正相对的长方形小 孔 各
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一个，作为穿插刻有时辰的标尺之用，壶中的水从

小管逐渐 外 漏，标 尺 逐 渐 下 降，可 观 察 时 辰 之 变

化．这就是前面提到的单壶泄水型沉箭漏．从壶的

高度分析该壶很小，从一壶水装满到泄放结束 估

计不足一个时辰或一、二刻钟，壶中水量排放从满

壶到浅，先后流量不一，故其计时精度 不 会 高，只

能作为日常生活工具．
从最早的日晷计时到最后发展为更成熟的计

时仪器，每一系统都有自己的原理，每一计时器的

发展都伴随着人类文明的传承与科技的进步．它

不仅体现了古代人民的智慧，更体现了数学在 实

际生活中的重要作用．在实际教学中，有关“漏壶”
的历史与文化，可以由教师介绍出来，也可以布置

为作业，让 学 生 利 用 图 书 馆 或 网 络 查 阅，自 己 讲

解．通过这个习题的学习，学生了解了我国古代计

时器发明、发展的过程，会真切感受到我国古代科

技和文明的成果，树立民族自豪感和自信心．
２．２　数学建模视角

随着信息技术的飞速发展，数 学 更 加 广 泛 地

应用于社会生产生活的各个方面．体会数学知 识

之间、数学与其他学科之间、数学与生活之间的联

系，运用数学的思维方式进行思考，增强发现和提

出问题的能力、分析和解决问题的能力，是数学课

程的重要目标之一．［７］在数学教学中，将数学建模

思想渗透到问题解决的过程中，是实现这一目 标

的重要途径．新课改以来，应用性问题在教材中占

有相当大的比重，如果教师在解决这类问题时，能
引导学生运用数学建模思想解决问题，对于培 养

学生自主探究、提出问题、分析问题和解决问题的

能力都会有很大的帮助．
“漏壶”是早期简单应用的一种泄 水 型 漏 壶，

有一定的实用性，不论是给漏壶内壁刻上用来 表

示时刻的刻度还是将一根刻有时刻标记的木条或

竹竿竖直插入壶内刻画时间，刻画刻度是一大 难

题也是必须要解决的问题．在了解了问题的背 景

后，就需要思考：可以建立怎么样的数 学 模 型，来

刻画壶底到水面的高度和时间之间的关系？

对于初中学生而言，对函数 概 念 已 经 有 了 初

步的认识，学习了一些简单的函数模型，会根据情

境列出函数表达式，列表、描点、连线画 出 对 应 的

函数图象，能够根据函数图象判断函数的增减性．
为此，本题可以让学生尝试从数学建模的视角 来

思考解决．
解：设容器的高为ｈ，容器底面圆半径为ｒ，则

此容器的容积为πｒ２　ｈ．
不考虑水量变化对压力 的 影 响，设 相 同 的 时

间间隔内从小孔流出的水量为ｖ，则时间为ｘ时，
流出的水量为ｖｘ，则剩余水量为πｒ２　ｈ－ｖｘ，由此

可以得出

πｒ２　ｈ－ｖｘ＝πｒ２　ｙ．

化简得ｙ和ｘ之间的关系表达式为ｙ＝ｈ－ｖｘπｒ２
．

ｙ是ｘ的一次函数，并且当ｘ＝０时，ｙ＝ｈ；当

ｘ＝πｒ
２　ｈ
ｖ

时，ｙ＝０．

表１

时间（ｘ） ０　 １　 ｘ＝πｒ
２．ｈ
ｖ

距离（ｙ） ｈ　 ｙ＝ｈ－ ｖπｒ２ ０

从函数表达 式ｙ＝ｈ－ｖｘπｒ２
，更 能 清 晰 的 看 出

壶底到水面的高度与时间之间的关系，进而 直 接

选出选项（２）．
２．３　跨学科视角

加强数学与其他学科的融合是新课程改革的

要求之一，现代社会数学与其他学科的联系 越 来

越密切，已经渗透到各个学科、各个 领 域．数 学 存

在自然生活的各方面，其许多内容 与 物 理、化 学、
生物等其他学科知识有着密切的联系．

图４

在“漏壶”问题中，首先要解决的 一 大 难 题 就

是刻度的问题，尽管在这道习题中，特别说明不考

虑水量变化对压力的影响，但从实际情境考虑，漏
壶内水量变化对小孔水流速度会有一定的 影 响．
当考虑到这一因素时，就需要将数学与物理 学 等

知识结合起来思考．刚开始，水装满 的 情 况 下，水
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对底面的小孔的压力大，水从小孔流出的速度快，
随着容器内水量的减少，水对底面小孔的压力 越

来越小，所 以 水 流 速 度 越 来 越 慢，直 至 水 全 部 流

完．要用这样一个容器来刻画时间，要在漏壶内壁

刻上不均匀的刻度来代表均匀的时间变化．怎 样

刻画出 壶 底 到 水 面 的 高 度ｙ和 时 间ｘ 之 间 的 关

系？这需用到有关流体力学方面的知识．
解：考虑漏壶中的液体为无 粘 性 不 可 压 缩 流

体，由于漏壶 内 液 体 横 截 面 积ＳＡ 远 远 大 于 小 孔

横截面积ＳＢ，即ＳＡ＞＞ＳＢ．漏壶内液面的下降速

度非常缓慢，可用准定常理论处理此问题．从自由

面的点Ａ处开始垂直向下，终止于出口的点Ｂ处

取流线ＡＫＢ，如图４所示．将伯努 利 积 分 应 用 于

点Ａ和点Ｂ，由伯努利方程

ＰＡ＋１２ρｖ
２
Ａ＋ρｇｈＡ＝ＰＢ＋

１
２ρｖ

２
Ｂ＋ρｇｈＢ （１）

其中ＰＡ，ＰＢ 分别为Ａ，Ｂ处的压强，ｖＡ，ｖＢ 分别为

Ａ，Ｂ处流体的流速，ｈＡ，ｈＢ 分别为漏壶内液面的

高度和小孔处器壁的厚度，ρ为流体的密度，ｇ为

常量（ｇ＝１０Ｎ／ｋｇ）．［８］考 虑 到Ａ，Ｂ 处 压 强 均 为

大气压强，即ＰＡ＝ＰＢ＝Ｐ０．不计小孔Ｂ处漏壶的

壁厚，即ｈＢ＝０，记ｈＡ＝ｙ．于是（１）式可变为

１
２ｖ

２
Ａ＋ｇｙ＝１２ｖ

２
Ｂ （２）

由连续性方程

ＳＡｖＡ＝ＳＢｖＢ （３）
将（３）式代入（２）得

ｖＡ＝ ２ｇｙ
ＳＡ／Ｓ（ ）Ｂ ２［ ］－１

１／２

（４ａ）

ｖＢ＝ ２ｇｙ
１－ ＳＢ／Ｓ（ ）Ａ［ ］２

１／２

（４ｂ）

由于ｖＡ＝－ｄｙｄｘ
，于是有

ｄｙ
ｄｘ＝－

２ｇｙ
ＳＡ／Ｓ（ ）Ｂ ２［ ］－１

１／２

（５）

变形得

ｄｙ
槡ｙ
＝－ ２ｇ

ＳＡ／Ｓ（ ）Ｂ ２［ ］－１

１／２

ｄｘ （６）

对（６）式两边同时定积分，并利用初始条件ｔ＝０，ｙ
＝Ｈ 得

槡ｙ＝槡Ｈ－１２
２ｇ

ＳＡ／Ｓ（ ）Ｂ ２［ ］－１

１／２

ｘ （７）

由于ＳＡ＞＞ＳＢ，（ＳＡ／ＳＢ）２－１≈（ＳＡ／ＳＢ）２ 有

ｙ＝ 槡Ｈ－ ｇ槡２ＳＢＳＡ［ ］ｘ
２

（８）

ｖＢ＝ ２槡ｇｙ （９）
（８）式即为壶底到水面的高度ｙ和时间ｘ的函数

关系式，其中Ｈ 为初始液面高度．
若取Ｈ＝１００，ＳＢ／ＳＡ＝０．０１，（８）式变为ｙ＝

（１０－ ０　．槡 ０００５ｘ）
２，图象如下

图５

由此图象可看出，如果将 教 科 书 中 习 题 的 说

明“不考虑水量变化对压力的影响”去掉，在考虑

水量变化对压 力 的 影 响 时，壶 底 到 水 面 的 高 度ｙ
和时间ｘ之间的对应关系就不再是选项（２），而是

选项（３）．同时，从（９）式：ｖＢ＝ ２槡ｇｙ，进一步验证

了前面的猜想，随着壶底到水面高度ｙ的减小，小
孔水流速度ｖＢ 也减小．如果要让小孔的水流速度

恒定，漏壶应该做成什么形状呢？诸 如 此 类 拓 展

性问题，都可以提出来让学生去思考．
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