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摘 要：基于绳 －船模型拓展性地探究了斜绳上点的速度、加速度，结果表明：斜绳上各点的速度、加速度的大

小、方向均不同；深化了绳 －船模型的运动学认识．
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１　 引言

绳 －船模型是典型的运动学问题：如图１，岸上

一人用绕过定滑轮的不可伸长的轻绳以匀速率ｖ０

拉湖面上与绳相连的船靠岸，当绳与水平面成θ角

时，求船的速度、加速度．从普通物理用直角坐标分

量法可简便解决［１］．因绳、船连动，则连接船的斜绳

端点的速度、加速度与船的相同；那么，斜绳上点的

速度、加速度如何？有怎样的特点？就此进行相应

的探究，以期拓展、深化绳 －船模型的运动学认识，

并为教学奠定基础．

图１　 绳 －船模型

２　 探究

基于绳 －船模型，依次探究斜绳端点、斜绳上点

的速度、加速度．

２．１　 斜绳端点的速度 加速度

湖岸为参考系，斜绳与滑轮相切处为原点，建立

平面直角坐标系Ｏ－ｘｙ，如图２；连接船的斜绳端点

Ａ为研究对象（视作质点），位置坐标为（ｘＡ，ｙＡ）；取

ｒＡ，θ为参量，则有

　　　　　ｘＡ＝ｒＡｃｏｓθ （１）

　　　　　ｙＡ＝ｒＡｓｉｎθ （２）

图２　 点Ａ的直角坐标

式中ｘＡ，ｒＡ，θ均是时间ｔ的变量，而由题设知ｙＡ＝ｃ

为恒量（因绳端Ａ 随船沿湖面水平向左运动）；对ｔ

求导得

　　ｄｘＡｄｔ ＝
ｄｒＡ
ｄｔｃｏｓθ－

ｄθ
ｄｔｒＡｓｉｎθ

（３）

　　　０＝ｄｒＡｄｔｓｉｎθ＋
ｄθ
ｄｔｒＡｃｏｓθ

（４）

依题意：绳缩短，则有

　　　　　　ｄｒＡｄｔ＝－ｖ０
（５）

由式（３）、（４）、（５）得

　　　　　ｄｘＡｄｔ ＝－
ｖ０
ｃｏｓθ

（６）

　　　　　ｄθｄｔ＝
ｖ０ｔａｎθ
ｒＡ

（７）

式（６）、（７）分别是斜绳端点Ａ的速度、绕Ｏ转动的

角速度的大小的表达式．综合式（５）、（６）、（７）可知，

斜绳端点Ａ的速度 ｖ０ｃｏｓθ
是沿绳收缩的分速度ｖ０、绕

Ｏ转动的分速度ｄθｄｔ×ｒＡ＝ｖ０ｔａｎθ
的合速度．

由式（６）、（７）得端点Ａ的加速度［１］
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　　　　ｄ
２　ｘＡ
ｄｔ２ ＝－

ｖ２０ｔａｎ２θ
ｒＡｃｏｓθ

（８）

式（６）、（８）中的负号表明：斜绳端点Ａ的速度、加速

度的方向均沿ｘ轴反向．

２．２　 斜绳上点的速度 加速度

有定性说明斜绳上各点的速度的大小、方向都

不相同，但斜绳上各点的速度在绳上的投影都相同，

等于拉绳的速度［１］；而未能依据位移、速度概念细致

推证，难免令人费解．鉴于此，先定性推证，再定量探

究．

２．２．１　 斜绳上点的速度特点

斜绳与滑轮相切处Ｏ为参考点（惯性系），经时

间Δｔ，船沿湖面由Ａ点运动到Ｂ 点，斜绳上一点Ｐ

相应由Ｐ 点运动到Ｍ 点，位移矢量为Δｒ，取ＯＮ ＝

ＯＭ，则点Ｐ 的位移矢量三角形为 ΔＰＮＭ，如图

３（ａ）；Δｔ足够短或趋于零时，分位移Δｒ２垂直于分位

移Δｒ１（Δｒ可等效为相对于参考点Ｏ 的位置矢量

ｒ［图３（ａ）中未画出］的大小变化即分位移Δｒ１和方

向变化即分位移Δｒ２）．因此，点Ｐ的运动自然是沿

绳的分运动、垂直绳的分运动的合运动；即点Ｐ的速

度ｖＰ 是沿绳的分速度ｖ１，垂直绳的分速度ｖ２的合速

度，如图３（ｂ）；但点Ｐ的速度方向不再沿水平向左．

从而定性推知：斜绳上各点的速度的大小、方向都不

相同，但斜绳上各点的速度在绳上的投影都相同，等

于拉绳的速度．

（ａ）点Ｐ的位移矢量 　　　　　（ｂ）点Ｐ的速度矢量

图３

２．２．２　 直角坐标系下斜绳上点的速度、加速度

（１）直角坐标系下斜绳上点的速度

参考系、直角坐标系见图２，斜绳上一点Ｐ为研

究对象（视作质点），位置坐标为（ｘＰ，ｙＰ），点Ｐ与斜

绳端点Ａ 共线，则有约束方程

　　　　　ｘＰ＝ｒＰｃｏｓθ （９）

　　　　　ｙＰ＝ｒＰｓｉｎθ （１０）

式中ｘＰ，ｙＰ，ｒＰ，θ均是时间ｔ的变量，求导得

ｄｘＰ
ｄｔ ＝

ｄｒＰ
ｄｔｃｏｓθ－

ｄθ
ｄｔｒＰｓｉｎθ

（１１）

ｄｙＰ
ｄｔ ＝

ｄｒＰ
ｄｔｓｉｎθ＋

ｄθ
ｄｔｒＰｃｏｓθ

（１２）

式中Ｐ是斜绳上的点，且绳缩短，则有

　　　　　ｄｒＰｄｔ＝－ｖ０
（１３）

由式（１１）～ （１３）和式（７）得

　　ｄｘＰｄｔ ＝－ｖ０ １＋
ｒＰ
ｒＡ
ｔａｎ２（ ）θ ｃｏｓθ （１４）

　　ｄｙＰｄｔ ＝－ｖ０ １－
ｒＰ
ｒ（ ）Ａ ｓｉｎθ （１５）

即Ｐ点的速度为

ｖＰ ＝－ｖ０ｉ　１＋
ｒＰ
ｒＡ
ｔａｎ２（ ）［ θ ｃｏｓθ＋

　　　　＋ｊ　１－
ｒＰ
ｒ（ ）Ａ ｓｉｎ ］θ （１６）

于是有

　ｖＰ　ｒＰ＝０＝－ｖ０ｉｃｏｓθ＋ｊｓｉｎ（ ）θ （１７）

　　　　ｖＰ　ｒＰ＝ｒＡ ＝－
ｖ０
ｃｏｓθ

ｉ （１８）

式（１８）的结果同端点Ａ的式（６）．由式（１６）得ｖＰ 的

大小、与水平面夹角

　　ｖＰ＝ｖ０ １＋ ｒＰｒＡ
ｔａｎ（ ）θ槡

２

（１９）

　　　α＝θ－ａｒｃｔａｎｒＰｒＡ
ｔａｎ（ ）θ （２０）

式（１９）、（２０）表明：ｖＰ，α均是ｒＰ 的函数，即斜绳上各

点的速度的大小、方向均不同；进而得（由题设知：

０＜θ＜ π２
，０≤ｒＰ ≤ｒＡ）

　ｖＰｒＰ ＝
ｖ０ｒＰｔａｎ２θ

ｒ２Ａ １＋ ｒＰｒＡ
ｔａｎ（ ）θ槡

２
＞０ （２１）

　 αｒＰ ＝
－ｔａｎθ

ｒＡ １＋
ｒＰ
ｒＡ
ｔａｎ（ ）θ［ ］２ ＜０ （２２）

式（２１）表明：ｖＰ 随ｒＰ 的增大而增大；式（２２）表明：α

随ｒＰ 的增大而减小；综合式（１７）～（２２）得：斜绳上

点的速度的大小范围为 ｖ０，ｖ０ｃｏｓ（ ）θ 、方向即与水平
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面夹角范围为θ，（ ）０ ．

（２）直角坐标系下斜绳上点的加速度

由式（１６）及式（５）、（７）、（１３）得Ｐ点的加速度

ａＰ ＝ｖ
２
０ｔａｎθ
ｒＡ

ｉ　２－ｒＰｒＡ
３＋ｔａｎ２（ ）［ ］｛ θ ｓｉｎθ

　　　　－ｊ　２　１－
ｒＰ
ｒ（ ）Ａ ｃｏｓ［ ］｝θ （２３）

于是有

ａＰ　ｒＰ＝０＝
２ｖ２０ｔａｎθ
ｒＡ

ｉｓｉｎθ－ｊｃｏｓ（ ）θ （２４）

　　　ａＰ　ｒＰ＝ｒＡ ＝－
ｖ２０ｔａｎ２θ
ｒＡｃｏｓθ

ｉ （２５）

式（２５）的结果同端点Ａ的式（８）．由式（２３）得ａＰ 的

大小、与水平面夹角正切

ａＰ＝ｖ
２
０ｔａｎθ
ｒＡ

ｒＰ
ｒ（ ）Ａ［ ２

４＋５ｔａｎ２θ＋ｔａｎ４（ ）θ －

　　　４ｒＰｒＡ
２＋ｔａｎ２（ ）θ ＋ ］４

１
２

（２６）

　　ｔａｎβ＝
２　１－ｒＰｒ（ ）Ａ ｃｏｔθ
ｒＰ
ｒＡ
３＋ｔａｎ２（ ）θ －２

（２７）

式（２６）、（２７）表明：ａＰ，ｔａｎβ均是ｒＰ 的函数，即斜绳

上各点的加速度的大小、方向均不同；进而得

ａＰ
ｒＰ ＝

ｖ２０ｔａｎθ
ｒ２Ａ

ｒＰ
ｒＡ
４＋５ｔａｎ２θ＋ｔａｎ４（ ）θ［ －

－２（２＋ｔａｎ２θ）］ ｒＰｒ（ ）Ａ
２

４＋５ｔａｎ２θ＋ｔａｎ４（ ）θ［ －

　　　４ｒＰｒＡ
２＋ｔａｎ２（ ）θ ＋ ］４ －１２

（２８）

ｔａｎβ
ｒＰ ＝ －２ｔａｎθ＋ｃｏｔ（ ）θ

ｒＡ
ｒＰ
ｒＡ
３＋ｔａｎ２（ ）θ －［ ］２ ２ ＜０ （２９）

令式（２８）等于零，得

　　ｒＰａ＝ ２（２＋ｔａｎ２θ）ｒＡ
４＋５ｔａｎ２θ＋ｔａｎ４θ

（３０）

由式（２８）、（３０）知：ｒＰ ＜ｒＰａ 时，
ａＰ
ｒＰ ＜

０，即ａＰ 随ｒＰ

的增大而减小；ｒＰ＝ｒＰａ 时，ａＰｒＰ ＝
０，即ａＰ 取极小值

２ｖ２０ｓｉｎ２θ
ｒＡ １＋３ｃｏｓ２槡 θ

；ｒＰ＞ｒＰａ时，
ａＰ
ｒＰ ＞

０，即ａＰ随ｒＰ的

增大而增大．式（２９）表明：ｔａｎβ随ｒＰ 的增大而减小．

由式（２６）、（３０）得极小值时加速度

ａＰ　ｒＰ＝ｒＰａ ＝－
２ｖ２０ｔａｎ２θ

ｒＡ（４＋ｔａｎ２θ）ｓｅｃ３θ
ｉ·［ ２＋

　　　　＋ｊ（３＋ｔａｎ２θ）ｔａｎ ］θ （３１）

２．２．３　 极坐标系下斜绳上点的速度、加速度

（１）极坐标系下斜绳上点的速度

湖岸为参考系，斜绳与滑轮相切处为原点，建立

极坐标系，ｒ
∧，θ
∧
为单位矢量，如图４；斜绳上一点Ｐ

为研究对象（视作质点），位置坐标为（ｒＰ，θ），位置矢

量为

　　　　　ｒＰ ＝ｒＰｒ
∧ （３２）

图４　 点Ｐ的极坐标

则Ｐ点的速度为

　　ｖＰ ＝ｄｒＰｄｔ＝
ｄｒＰ
ｄｔｒ
∧
＋ｒＰｄ　ｒ

∧

ｄｔ
（３３）

由旋转矢量导数［２］、式（７）得

　　ｄ　ｒ
∧

ｄｔ ＝
ｄθ
ｄｔ×ｒ

∧
＝ｖ０ｔａｎθｒＡ θ

∧ （３４）

　　ｄθ
∧

ｄｔ ＝
ｄθ
ｄｔ×θ

∧
＝－ｖ０ｔａｎθｒＡ

ｒ
∧ （３５）

由式（３３）、（１３）、（３４）得

　　ｖＰ ＝－ｖ０ｒ
∧
＋ｖ０ｒＰｔａｎθｒＡ θ

∧ （３６）

式（３６）表明：Ｐ点的速度ｖＰ 是沿绳收缩的分速度

ｖ１＝－ｖ０ｒ
∧，垂直绳的分速度ｖ２＝ｖ０ｒＰｔａｎθｒＡ θ

∧
的合

速度；进而得：ｖＰ 大小同式（１９），与斜绳夹角φ＝

ａｒｃｔａｎｒＰｒＡ
ｔａｎ（ ）θ ，与水平面夹角α＝θ－φ，同式

（２０）．

（２）极坐标系下斜绳上点的加速度

由式（３６）、（３４）、（３５）、（５）、（７）、（１３）得Ｐ点的

加速度
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　　　ａＰ ＝ｖ
２
０ｔａｎθ
ｒＡ

－ｒＰｔａｎθｒ｛ Ａ
ｒ
∧
＋

　　　＋ ｒＰ
ｒＡ
２＋ｔａｎ２（ ）θ －［ ］２ θ｝∧ （３７）

于是有

　　　ａＰ ｒＰ＝０＝－
２ｖ２０ｔａｎθ
ｒＡ θ

∧ （３８）

　ａＰ　ｒＰ＝ｒＡ ＝
ｖ２０ｔａｎ２θ
ｒＡ －ｒ

∧
＋θ
∧
ｔａｎ（ ）θ （３９）

由式（３７）得ａＰ 的大小同式（２６），与斜绳夹角正切

　　ｔａｎφ＝
２ｒＡ－ｒＰ（２＋ｔａｎ２θ）

ｒＰｔａｎθ
（４０）

式（２６）、（４０）表明：ａＰ，ｔａｎφ均是ｒＰ 的函数，即斜绳

上各点的加速度的大小、方向均不同；由式（３７）、

（３０）得极小值时加速度

　　　ａＰ　ｒＰ＝ｒＰａ ＝
－２ｖ２０ｓｉｎ２θ

ｒＡ（４＋ｔａｎ２θ）
·

　　　 ｒ
∧（２＋ｔａｎ２θ）［ ＋θ

∧
ｔａｎ ］θ （４１）

３　 讨论

不同坐标系下斜绳上点的速度、加速度的表达

式的形式不同［式（１６）、（２３）和式（３６）、（３７）］；但大

小均相同（式（１９）、（２６））．平面直角坐标系是恒坐标

系，即单位矢量ｉ
∧，ｊ
∧
为恒矢量；而平面极坐标系是

动坐标系，即单位矢量 ｒ
∧，θ
∧
为动矢量；用平面极坐

标系定量探究斜绳上点的速度、加速度无形之中提

高了要求 ——— 需确定单位矢量的时间导数，并用到

矢量的叉乘［式（３４）、（３５）］．因此，绳 －船模型的斜

绳上点的速度、加速度的确定，用平面直角坐标较简

便；而用平面极坐标虽对矢量运算要求较高，但较简

捷、较易理解斜绳上点的速度与拉绳速度的关系［式

（３６）］．

就物理学方法而言，直角坐标参量法涉及导数、

矢量表示等方法；极坐标法涉及导数、矢量表示、单

位矢量导数、矢量叉乘等方法．

４　 结语

基于绳 －船模型拓展性地探究了斜绳上点的速

度、加速度，给出了定量表达式，并界定了取值；讨论

了直角坐标参量法、极坐标法的特点；深化了绳 －船

模型的运动学认识，为教学奠定了基础．呈现了拓展

普通物理运动学基本问题的一个实例．从基本问题

到拓展问题，反映了提出问题能力；而提出问题能力

的培养是教学目标之一；因此，依据教学实际适度让

学生拓展适宜的基本问题，应是培养其提出问题能

力的有效教学策略．
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