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一、引言

数学教育对社会的进步、科技的发展都起着十分

重要的作用.而数学教师的专业发展水平是决定数学

教育质量的关键因素，教师的专业发展有三个维度，

专业理念与师德、专业知识、专业能力，［1］这三个维度

共同建构着教师的专业素质，支撑着教师的教学.为
了全面了解数学教师的专业发展水平，笔者利用研

讨、培训等机会，采用碎片化的方式，用零星的时间从

不同的角度对数学教师的数学知识水平进行了测试，

以求全面探查数学教师所掌握的数学学科知识，重点

从分析问题、解决问题的视角进行调研，其中一次的

测试、调研结果并不乐观，出现的问题令人担忧，引人

思考.作为一位数学教师不仅需要具有良好的师德风

貌、高超的教学技巧，而且需要有坚实的数学知识及

获取数学知识的方法技巧.这样才能有力量、有信心

去从事数学教育工作.

二、数学测试及结果分析

本测试有两道小题.第一道是关于代数方面的问

题，第二道是关于概率方面的问题.共有63名中小学

数学教师参加了测试，其中小学数学教师8名、初中数

学教师42名、高中数学教师13名.本科学历者60名，专

科学历者3名.有32名是正在攻读硕士学位的在职教

师.
测试题1：有两个袋子，白袋里装着2000粒白豆，

红袋里装着3000粒红豆.您从白袋里拿出50粒放进红

袋里.您再把红袋里的豆子搅匀，然后，眼睛不看，就

那么从红袋里拿出50粒放进白袋，接着您又重复这个

步骤，但这回是从白袋里拿出100粒放进红袋里，搅拌

匀后再从红袋里拿出100粒放进白袋.第三遍重复时，

每次拿出150粒.问题是这样的：到最后，红袋里的白

豆比白袋里的红豆是多还是少？［1］请给出您的理由.
这道题主要是测试一线数学教师分析问题和解

决问题的能力，所涉及的数学知识并不多.
测试中出现如下三种结果.
结果1：红袋里的白豆与白袋里的红豆一样多.
得出此结果者有15人，占测试教师的23.8%.
回答理由有两种：

其一是：按比例算（10人，3名小学数学教师）.即

白 豆 的 比 例 是
2000

2000+3000
= 2

5
， 红 豆 的 比 例 是

3000
2000+3000

= 3
5

，那么，白袋里的红豆就有2000× 3
5
=

数学教师专业发展的根基之一：数学知识
———从两道测试题引发的思考
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学，注重思维的训练应该放在重要的位置．唯有在数学

课堂教学和解题训练中注意数学思想的立意追求，才能

将学生的眼前利益和长远利益较好地兼顾起来，实现数

学育人的高远追求．
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1200（粒），红袋里的白豆就有3000× 2
5
=1200（粒），所

以红袋里的白豆与白袋里的红豆一样多.
其二是：用概率算（5人，其中4名高中数学教师）.

根据题意，分三次算两个袋里的不同颜色豆子的概

率，越算越乱，算来算去，回答是感觉一样多.
结果2：白袋里的红豆比红袋里的白豆多.
得出此结果者有32人，占测试教师的50.8%.
回答理由也有两种：

其一是：红袋里的红豆基数大，所以最后放进白

袋里的红豆多（有28名教师表达了这种意思，其中初

中数学教师24名）.
其二是：红袋中的红豆从量上看多，概率大，那么

放进白袋里的概率一定大（有4名数学教师这样认为）.
结果3：红袋里的白豆比白袋里的红豆多.
得出此结果者有16人，占测试教师的25.4%.
回答理由大多是凭感觉，先从白袋里取白豆放进

红袋里，而红袋里中的粒数多，基数大，所以红袋里的

白豆要比白袋里的红豆多.
仔细阅读测试卷及测试后的教师说法，发现许多

数学教师基本上没有解决这个问题的明晰思路，大多

数靠直觉给出了答案，缺少推证过程.一看到“搅匀”、
“多少”，就想到是关于概率或比例方面的试题，受比

例、概率固有思路的束缚，用这种模式一套却混乱不

清，得不出答案.问题出在教师受固有思维的束缚，缺

乏仔细审题的意识，就想套用已有的解题模式，结果

碰上了困难，不敢创新思维，理不清头绪.
测试题1的分析与思考：

思路1：把复杂的问题简单化，即特殊值法.
题目中问的是经过三次放进拿出后的结果如何，

可先分析经过一次操作后，并且只拿一粒白豆的结果

的情况，这样问题就简单了.从白袋里拿一粒白豆，放

进红袋里，把红袋里的豆子搅拌均匀以后，再从红袋

里拿出一粒豆子放进白袋里中去，无非出现两种情

况：红的或白的，如果这粒豆子是红的，显然，那粒白

豆仍在红袋里，这时，白袋里有一粒红豆，而红袋里就

有一粒白豆，相等；如果这粒豆子是白的，红袋里就没

有白豆，白袋里也没有红豆，量上也相等.这样，红袋

里的白豆与白袋里的红豆是一样多的.
这种特例法给予方法论的启示. 首先要弄清题

意，把问题做些修改，从简单、特殊的情况入手，探寻

问题解决的思路，这种方法也是数学上分析问题、解
决问题的主要方法之一.

思路2：一般化分析.
设在第一次操作中，从白袋里拿出m粒白豆子放

进红袋里，然后搅拌均匀后再从红袋里拿出同样多

的m粒豆子放回白袋里，这时可做这样的分析：由于

第一次操作中从白袋里拿出的全是白豆的m粒豆子，

而从红袋里拿出的m粒豆子放进白袋里的豆子既有

白豆也有红豆，不妨设白豆为b1粒，红豆为h1粒，且b1+
h1=m，这时白袋里就有h1粒红豆，而红袋里的白豆就

有m－b1，显然其差为h1，这样第一次操作结束后，红袋

里的白豆与白袋里的红豆都是h1，一样多.将m换成50
就是测试题中的问题.

对第二次操作，可做类似的分析：由于第一次操

作结束后，红袋里的白豆与白袋里的红豆是一样多

的，不妨设同为y.这时从白袋里拿出m2粒豆子放进红

袋里，这时m2粒豆子中既有白豆也有红豆，不妨设b2+
h2=m2（其中b2为白豆、h2为红豆），然后在搅拌均匀后

再从红袋里拿出同样多的m2粒豆子放回白袋里，设放

回的m2粒豆子中有白豆b2′，红豆h2′，那么b2′+h2′=m2，

这时白袋里的红豆为y－h2+h2′，而红袋里的白豆为y+
b2－b2′. 由于b2+h2=b2′+h2′，所以，y－h2+h2′=y+b2－b2′.因
此，红袋里的白豆与白袋里的红豆还是一样多的.

现在很清楚了，不论再进行多少次的操作，也不

论取多少数量，在上述条件下，结论总是相同的.
这道测试题的解决所用的知识并不多，关键是有

没有灵活的思维方式，在用少量的数学知识可以解决

一个问题的时候，为什么好多一线教师束手无策，不

得不让我们深思，数学教师尚且不能灵活、开放地去

解决问题，受其影响和培养的学生也就不可避免带

有思维僵化的痕迹.因此，在数学教师的专业发展中，

绝不能忽视对数学知识的学习与应用，把创新精神

的培植作为教师专业发展的启动点，点点滴滴强化

数学素养，开放数学思维.
测试题2：1991年1月21，美国《游行》杂志的M．塞

望小姐主持的专栏中刊登了这样一道题目：有三扇

门（编号为1、2、3），其中有一扇门的后面是一辆汽车，

另两扇门的后面则各有一只羊.你可以猜一次.猜中羊

可以牵走羊，猜中汽车则开走汽车.当然大家都希望

能开走汽车.
现在假如你猜了某扇门的后面是车（例如1号
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门），然后主持人把无车的一扇门打开（例如3号门）.
此时，请问：你是否要换2号门？［2］

你选择的是换还是不换，为什么？

这道测试题是考查数学教师对概率试题的分析

和思考.
测试结果也出现了三种答案.
答案1：不换.
给出此答案的数学教师有35人，占测试教师的

55.6%.
回答的理由有两种.
理由一是（有18名，其中有15名初中数学教师）：

之所以不换是因为刚开始时，三扇门后有羊的概率是

2
3 ，有车的概率是 1

3 ，猜中后，主持人打开了无车的

一扇门，这时有车与羊的概率就都成为 1
2 ，机会均

等，所以不换.
理由二是（有17名，其中有15名初中数学教师）：

因为刚开始每扇门后有羊、有车的概率都是 1
3 ，打

开门后有羊、有车的概率都是 1
2 ，是相等的，选择定

了以后，它们的可能性大小是不变的，所以不用换.
答案2：换.
给出此答案的有12人（高中数学教师4名、小学数

学教师2名、初中数学教师6名），占测试教师的

19.05%.
回答的理由有三种.

理由一是：如果不换，猜中车的概率是 1
3 ，而换

了猜中车的概率是 2
3 ，并用图表法分析，所以选择换.

理由二是：如果换了，那么P换＝ 2
3 ，P不换＝ 1

2 ，换

了以后的概率大，所以换.

理由三是：原来车在1号门后的概率是 1
3 ，而打

开门后，车在2号门的概率是 1
2 ， 1

2 比 1
3 大，所以

应当换.
答案3：换与不换都可以.
回答此结论的有16人（其中小学数学教师居多），

占测试教师的25.4%.
理由是：刚开始时每扇门后有羊、有车的概率是

1
3 、打开一扇门后每扇门后有羊、有车的概率是 1

2 ，

前后概率都是一样的，无所谓换与不换.
测试题2的分析与思考：

正确思考的第一步是对题意进行分析，本游戏的

关键是主持人知道车在哪扇门的后面，而且他总是会

打开一个藏匿羊的那扇门.
现在假定参赛者起初选择了1号门. 其实三扇门

后面放车与羊（设C代表车、Y代表羊）的可能结果有

如下三种情况：

门 概率

1号门 2号门 3号门

C Y Y 1
3

Y C Y 1
3

Y Y C 1
3

首先，我们假定参赛者决定不换门.如果车和羊

如第一行所示，那么他会羸得车.然而，如果车和羊如

另外两种情况，他得到的将是羊，他获胜的可能性就

是三分之一.
现在我们假定他总是决定换猜另一扇门，如果车

和羊如第一行所示，那么无论主持人打开含有羊的哪

扇门，参赛者总是获得一只羊，所以换门使他输了游

戏，但是如果按第二行所示，那么主持人将打开3号

门，更换门将使他获得车，同样，如果车和羊按最后一

行所示，主持人打开2号门，他换选3号门，同样获得

车，对于三种情况中的两种，参赛者将获胜，所以他获

胜的概率是 2
3 ，恰好是他选择不换门的两倍.

因为所有的门是等价的，所以我们选定的门是1、
2、3都无所谓，得到的结果与参赛者最初选择的是哪

扇门没有关系.
对于这一问题，张先生还引用了一个很好的故事

说明人们的选择.哈佛大学的概率教授迪康尼斯通过

做实验来与观众分享这一问题，说明换与不换的道

理.

三、几点思考

测试的结果如此，必须引起数学教育工作者的高

度重视，数学教师在解决问题的过程中出现如此之多
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的问题，关键是数学素养有一定的欠缺.如何强化数

学教师对数学本体知识的掌握、理解、深化，特别是问

题解决能力的提升就至关重要.从测试中反映出数学

知识及其分析与解决问题方面的欠缺，那么在日常学

习中、教研活动中、培训中必须树立数学知识是教师

从教之本的理念，利用一切时间来提升自己的数学素

养.
1.数学知识是数学教师专业发展中的核心不容

忽视

随着课改进入深水区，需要数学教师具备过硬的

实力去应对挑战，专业理念与师德是应对挑战的软实

力，而专业知识与专业能力则是应对挑战的硬实力，

正如同车之双轮，鸟之双翼，如果没有过硬的数学知

识，就根本无法胜任教师工作.现在有一种现象，就是

教小学的数学教师，知识水平就是小学水平，教中学

的数学教师，知识水平就是中学水平.这种不正常的

现象已严重影响了数学教育的发展，需要从根本上加

以纠正.居高才能临下、登高才能望远，数学知识是一

个整体的体系，中小学数学知识体系与大学数学知识

体系是紧密相连的，不能用静态的观点去认知这个体

系，必须深刻地理解和掌握这个体系所涉及的核心概

念、重要思想、关键方法，这样才能有力量去分析和解

决所教学段碰到的问题.因此，在数学教师专业发展

中要强化数学知识系统性的学习，有目标地制订数学

知识水平提升计划，每天抽出一个小时进行数学专业

知识学习，在参阅数学专业书籍、数学教育期刊的过

程中强化数学理论修养，以代数主线、几何主线、概率

主线、函数主线、应用主线等为突破口，认真钻研，掌

握其核心理论体系，使其在一个新的平台上理解和把

握所教数学知识的本质与核心.
2.数学知识是提升数学教学质量的关键不能动摇

数学教学质量的一个决定要素是数学教师，而数

学教师具备过硬的数学知识，准确有效的分析和解决

一些数学问题就是关键.为此，数学教师要以高度的

责任感整体规划自己的职业生涯，把数学知识的学习

与提升置于首要地位.紧扣所教内容体系，博览相关

专业书籍，以免误解所教内容的一些概念、原理，树立

在教学过程中提升数学专业素养的意识.笔者在与一

线教师研讨中，好多教师对有理数与无理数之间的辩

证关系理解不深，就连自然数与有理数两个集合中的

基数谁多谁少也无法正确回答，可见在教学过程中强

化数学素养对正确有效的教学是多么的重要.数学教

师必须以正确地理解数学知识作为教学的必要条

件，这样才能真正把数学的真谛言传身教给学生.那
么通过最近发展原理，就所教代数、几何、统计等方面

的内容以主线式、问题式或概念式等进行专业进修就

十分必要，从不同的方面拓展理解与掌握的深度，特

别是要从观念上剔除自己的知识水平足以应对所教

年级数学的想法，从更高层面要求自己，不断地反思

自己对所教概念、原理、方法掌握的程度，自我追查、
自我分析，在准确掌握和应用所教数学知识的基础

上，更加接地气地进行数学案例分析与研讨，有针对

性地进行教学变革与创新，从而全面提高数学教学质

量.
3.数学知识是数学教师从教之根的信念不容质疑

数学教师的根本职责是把人类创造的数学知识

传授给学生，因此拥有渊博的数学知识就是从教之

本，要把这个信念贯穿从教始终.为此要把学习数学、
研究数学、发展数学、应用数学作为提升专业发展的

途径.不仅要学习、研究如何有效地把数学知识传递

给学生，而且要更加深入地挖掘数学知识体系中所

蕴藏的思想与方法，尽可能用通俗易懂的语言、方法

去进行分析与挖掘.这就需要广泛地阅读相关数学专

业书籍，如赵小平编写的《现代数学大观》、张顺燕主

编的《数学的源与流》、张奠宙主编的《数学方法论稿》
等，以便深入地分析所教知识的来龙去脉，养成勤于

思考、刻苦钻研的习惯，利用一切手段，检索相关知

识、挖掘蕴藏思想，拓展认知疆域.同时还要认真阅读

数学教育期刊，如《数学教育学报》、《数学通报》、《中

学数学》、《中学数学月刊》等，真正担当起从教之责，

让数学教学达到一种和谐与完美的状态，不仅能够

有效地分析与解决从教中所碰到的一些数学问题，而

且能够成为数学的发现者、研究者，在教学中进行方

法示范、问题深化、思维拓展，有效实现数学教育目标.
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