
单摆周期是否存在“无穷大”
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摘　要：单摆是一种常见的物理模型，在地面能摆动的单摆到太空“天宫一号”内的失重状态下近乎静止，单摆周

期是否存在“无穷大”，本文就此问题 对 失 重 状 态 下 和 摆 长 无 限 长 的 情 形 的 单 摆 周 期 的 问 题 作 了 系 统 的 分 析 和

探讨．
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　　２０１３年６月２０日上 午１０时“神 舟 十 号”航 天 员 王 亚

平在“天 宫 一 号”中 给 地 面 的 师 生 讲 授 了 一 堂“太 空 物 理

课”（下称“太空授课”）．此次太空授 课 主 要 面 向 中 小 学 生，
使其了解失重条件下物体运动的特点、液 体 表 面 张 力 的 作

用，加深对质量、重 量 以 及 牛 顿 定 律 等 基 本 物 理 概 念 和 规

律的理解．
太空授课中所 做 的 物 理 实 验，可 谓 奇 妙 无 比，是 在 地

面重力环境下无法完成的，让人尤为感慨“知 道”与“看 到”
太不一样 了．其 中 最 为 中 小 学 生 熟 悉 的 莫 过 于“单 摆 实

验”：Ｔ形支架上，细 绳 拴 着 一 颗 小 球，这 是 物 理 课 上 常 见

的实验装置———单摆．航天员王亚 平 将 小 球 拉 开 离 支 架 一

定角度后释放，小 球 却 以 非 常 慢 的 速 度 移 动，并 没 有 像 在

地面上那样来回 摆 动，随 后 她 再 拿 着 小 球 拉 直 细 绳，轻 推

小球，小球即绕着支架的固定点不停地做圆周运动．
有 人 这 样 解 答 现 象：由 单 摆 的 周 期 公 式 有 Ｔ＝

２π Ｌ槡ｇ ．其中Ｌ为单摆的长度，ｇ为 地 球 表 面 的 重 力 加 速

度．在太空失重环境中：ｇ→０，Ｔ→∞，认为在天宫一号内的

“单摆”周期 为“无 穷 大”，所 以 就 看 不 到“单 摆”的 摆 动 了．
这样的解答未免有些不妥．笔者从以下几方面来探讨．
１　简谐运动物体的动力学方程

做简谐运动的物体要受 到 回 复 力 的 作 用，其 回 复 力Ｆ
与物体相对于平衡位置的位移ｘ成正比，方向与位移ｘ的

方向相反，即Ｆ＝－ｋｘ，其中ｋ是比例系数．对于 质 量 为ｍ
的小球，设在ｔ时刻的位移是为ｘ，加速度为ａ，根据牛顿第

二运动定律有Ｆ＝ｍａ＝－ｋｘ，可得
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，代入（２）式得
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２　ｘ＝０． （３）

（３）式就是做 简 谐 运 动 物 体 的 动 力 学 方 程，由 高 等 数

学方法知识可求得其解为ｘ＝Ａｓｉｎ（ωｔ＋φ），这说明做简谐

运动 物 体 的 位 移ｘ是 按 正 弦 规 律 随 着 时 间 做 周 期 性 变 化

的，其变化的圆频率为ω＝ ｋ槡ｍ ＝２πＴ，从而可得

Ｔ＝２π ｍ槡ｋ ． （４）

这就是做简谐运动物体的周期．
２　单摆的周期及其适用条件

单摆是一种典型的简谐运动，是 一 种 理 想 化 的 物 理 模

型．在地面上，实际的摆只要悬挂小 球 的 摆 线 不 会 伸 缩，悬

线的长度又比球的直径大很多，或摆球的 直 径 与 悬 线 长 相

比可以忽略，再忽 略 各 部 分 阻 力，可 认 为 是 构 成 单 摆 的 条

件之一．

　图１

当摆 球 静 止 在Ｏ点

时，摆 球 受 到 的 重 力 Ｇ
和 摆 线 的 拉 力Ｔ 平 衡，
如图１所 示，这 个Ｏ 点

就是单摆的平衡位置．让
摆球 偏 离 平 衡 位 置，此

时，摆 球 受 到 的 重 力 Ｇ
和摆线的 拉 力Ｔ 就 不 再

平衡．在这两个力的作用

下，摆球将在平衡位置Ｏ
附近来回往复运动．当摆

球运动到任一点Ｐ 时，重 力Ｇ 沿 着 圆 弧 切 线 方 向 的 分 力

Ｇ１＝ｍｇｓｉｎθ提供给摆球作为来回振动的回复力，因此有

Ｆ＝Ｇ１＝ｍｇｓｉｎθ． （５）
当最大摆角θ很小时（小至如何程度，下文将探讨），可

使得满足

ｓｉｎθ≈θ≈ｘＬ ．
（６）

由（５）、（６）式可得单摆的回复力Ｆ＝－ｍｇＬｘ
，式中的Ｌ

为摆长，ｘ是摆球偏离平衡位置的位移，负号表示回复力Ｆ
与位移ｘ的方向相反，由于ｍ、ｇ、Ｌ都是确定 的 常 数，即 令

ｋ＝ｍｇＬ
，回复力Ｆ可以写成Ｆ＝－ｋｘ的形式，说明在摆角θ

—６５—

Ｖｏｌ．３４Ｎｏ．１２
（２０１３）
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很小时，摆球做的是简 谐 运 动．将ｋ＝ｍｇＬ
代 入（４）式，可 得

单摆的周期公式为

Ｔ＝２π Ｌ槡ｇ ． （７）

其中Ｌ为单摆的长度，ｇ为地球表面的重力加速度．

现在探讨（６）式 成 立 的 前 提 条 件，要 使ｓｉｎθ≈θ≈ｘＬ
，

即用θ代替了ｓｉｎθ，当然要求θ要足够小，同时这样的处理

也使得计算单摆周期的理论值出现了相 对 误 差，其 变 化 情

况如表１所示．

表１

角度 弧度θ ｓｉｎθ θ－ｓｉｎθ
ｓｉｎθ

相对误差

１° ０．０１７４５　 ０．０１７４５　 ０．００００５　 ０．０１％

２° ０．０３４９１　 ０．０３４９０　 ０．０００２０　 ０．０２％

３° ０．０５２３６　 ０．０５２３４　 ０．０００４６　 ０．０５％

４° ０．０６９８１　 ０．０６９７６　 ０．０００８１　 ０．０８％

５° ０．０８７２７　 ０．０８７１６　 ０．００１２７　 ０．１３％

６° ０．１０４７２　 ０．１０４５３　 ０．００１８３　 ０．１８％

７° ０．１２２１７　 ０．１２１８７　 ０．００２４９　 ０．２５％

８° ０．１３９６３　 ０．１３９１７　 ０．００３２６　 ０．３３％

９° ０．１５７０８　 ０．１５６４３　 ０．００４１２　 ０．４１％

１０° ０．１７４５３　 ０．１７３６５　 ０．００５１０　 ０．５１％

１１° ０．１９１９９　 ０．１９０８１　 ０．００６１７　 ０．６２％

１２° ０．２０９４４　 ０．２０７９１　 ０．００７３５　 ０．７３％

１３° ０．２２６８９　 ０．２２４９５　 ０．００８６３　 ０．８６％

１４° ０．２４４３５　 ０．２４１９２　 ０．０１００２　 １．００％

１５° ０．２６１８０　 ０．２５８８２　 ０．０１１５２　 １．１５％

１６° ０．２７９２５　 ０．２７５６４　 ０．０１３１２　 １．３１％

１７° ０．２９６７１　 ０．２９２３７　 ０．０１４８２　 １．４８％

１８° ０．３１４１６　 ０．３０９０２　 ０．０１６６４　 １．６６％

１９° ０．３３１６１　 ０．３２５５７　 ０．０１８５７　 １．８６％

２０° ０．３４９０７　 ０．３４２０２　 ０．０２０６０　 ２．０６％

　　注：相对误差值精 确 到 小 数 点 后２位 数，其 他 计 算 值 精 确 到

小数点后５位．

在单摆周期公式的推导中如果用θ代替ｓｉｎθ，从理论

上讲，相比直接用ｓｉｎθ所 产 生 的 相 对 误 差，随 最 大 摆 角 的

增大而增大．由表１可 以 看 出，最 大 摆 角 为５°时 相 对 误 差

约为０．１３％，１０°时 约 为０．５１％，１４°时 约 为１．００％．当 实

际摆的最大摆角为θ＜１０°时，其周 期 与 理 想 单 摆 的 相 对 误

差不超过０．５％，可近似地认为单摆的运动为简谐运动．这

一结论，与用不同的方法通过对单摆模型 动 力 学 方 程 的 解

的高阶无穷小量分析所得结论基本一致［５］．
３　关于单摆的周期是否存在“无穷大”情形的探讨

根据公式（７），从纯数学的角度看，ｇ→０时，有Ｔ→∞，
似乎成立．但是这在物理意义上讲，ｇ→０时，意味着是在近

乎完全失重的条件下，而此时摆的模型中 就 不 存 在 回 复 力

了，没有回复力，其运动就不再是简 谐 运 动，当 然 也 就 谈 不

上物理意义上的“单摆”了．那么，不 是 单 摆 的 物 理 模 型，而

仍然用单摆模型 的 运 动 规 律 去 讨 论，显 然 这 是 不 妥 的，它

失去了原有的意义．
地面上常用的单摆装置在“天宫 一 号”内，由 于 在 近 乎

完全失重的状态 下，没 有 了 回 复 力，这 时 细 绳 并 没 有 给 球

拉力，装置的钢球 不 再 像 地 面 上 那 样 来 回 摆 动，而 是 几 乎

静止在原始位置，它 不 构 成 单 摆 的 条 件，所 以 不 能 说 成 是

“单摆的周期无 穷 大”，因 为 其 前 提 就 是 错 误 的．若 此 时 推

动小球，相当于给 了 小 球 一 个 初 速 度，同 时 细 绳 又 给 小 球

提供拉力，细绳拉 力 平 衡 离 心 力，小 球 便 绕 着 支 架 的 固 定

点做圆周运 动．这 就 是“太 空 授 课”中 后 来 我 们 能 看 到 的

“单摆不摆绕圆周”的有趣现象．
如果说从ｇ→０的角度来探讨单摆的周期“无穷大”情

形没有物理意义，那么据公式（７），单摆的摆长Ｌ→∞时，是
否能得出单摆的周期“无穷大”？回 答 依 然 是 否 定 的，因 为

公式（７）的导出过程中实际上是在把地球表 面 看 作 无 限 大

的平面情况下得到的，而事实上地球半径 的 有 限 性 使 得 地

球表面是一个球面［６］．当摆长Ｌ很长以至可和地球半 径Ｒ
相比时，考虑到地球万有引力和单摆摆线 的 拉 力 的 共 同 作

用，我们必须对单 摆 周 期 公 式 重 新 进 行 推 导［７］，得 到 单 摆

周期的修正公式为

Ｔ＝２π ＬＲ
ｇ（Ｌ＋Ｒ槡 ）． （８）

（８）式 为 不 可 忽 略 地 球 半 径 Ｒ 时 单 摆 周 期 的 修 正

公式．

由Ｔ＝２π ＬＲ
ｇ（Ｌ＋Ｒ槡 ）＝２π

Ｒ

ｇ　１＋
Ｒ（ ）槡 Ｌ

可 知，当Ｌ→∞

时，有

Ｔｍａｘ＝２π Ｒ槡ｇ ≈８４ｍｉｎ．
故单摆的最长周期是约８４ｍｉｎ，而不是“无穷大”．
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