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摘 要：为了有效地利用打点纸带的时空信息，本文细致推证了处理打点纸带数据测定加速度、初速度的逐差

法，结论表明：有５种具体方法；结合测量实例给出了运用逐差法的基本一致的结果；比较了各逐差法的特点、简捷

程度，探讨了合理运用逐差法的现实问题．
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１　 引言

打点纸带的数据处理是普通高中物理实验应用

打点计时器（电磁、火花）研究匀变速直线运动的基

本内容，数据处理方法之一的逐差法，前人虽有所论

述［１～３］，但较零星、笼统，且推理欠严谨，因此有必要

对其进行较深入、系统的探究．
本文就此进行相应的研究，以期拓展处理打点

纸带数据测定加速度、初速度的逐差法，解释存在的

疑惑，进而为合理运用逐差法处理打点纸带数据奠

定层次性、开放性的理论基础．

２　 逐差法的推证

纸带随物体做匀变速直线运动，打点纸带的计

数点为ｎ，计数周期为Ｔ，连续计数点间的位移依次

为ｓ１，ｓ２，…，ｓｎ，ｓｎ＋１，…，如图１．

图１　 打点纸带的计数点ｎ和位移ｓｎ

计数点ｎ－１与ｎ间的位移为

　　　ｓｎ ＝ ［ｖ０＋（ｎ－１）ａＴ］Ｔ＋ａＴ
２

２
（１）

式中ｎ＝１，２，３，…，ｖ０ 为ｎ＝０时的瞬时速度．
计数点ｎ的瞬时速度为

　　　　ｖｎ ＝ｓｎ＋ｓｎ＋１２Ｔ
（２）

２．１　 基本逐差法

２．１．１　 位移逐差法（ｓ－ｎ逐差法）

由式（１）得

　　　　ｓｎ ＝ｓ０＋ｎａＴ２ （３）

式中ｓ０＝ｖ０Ｔ－ａＴ
２

２
为恒量（ｖ０，Ｔ，ａ为恒量），取决

于实验条件、计数点的选取（物理意义：ｎ＝０前、Ｔ
内的位移）．式（３）表明：ｓｎ 与ｎ呈线性关系；隔ｋ项

逐差，得

　　　ｓｎ＋ｋ－ｓｎ ＝ｋａＴ２ （４）

式（４）求和，得

　　　ａｓ ＝ １
ｋｌＴ２∑

ｌ

ｎ＝１

（ｓｎ＋ｋ－ｓｎ） （５）

若取ｋ＝３，ｌ＝３；则有［３］

ａｓ ＝
（ｓ４＋ｓ５＋ｓ６）－（ｓ１＋ｓ２＋ｓ３）

９Ｔ２
（６）

由式（５）或（６）就可确定加速度ａｓ．ｓ０代入式（３）、再

求和，得

　　　ｖ０ ＝ １
ＮＴ∑

Ｎ

ｎ＝１
ｓｎ－Ｎ２ａｓＴ

（７）

若取Ｎ ＝６，式（６）代入，则有

ｖ０ ＝３
（ｓ１＋ｓ２＋ｓ３）－（ｓ４＋ｓ５＋ｓ６）

６Ｔ
（８）

由式（７）或（８）可确定初速度ｖ０．
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２．１．２　 速度逐差法（ｖ－ｎ逐差法）

纸带做匀变速直线运动，则有

　　　　ｖｎ ＝ｖ０＋ｎａＴ （９）

式中ｎ＝１，２，３，…．ｖｎ为间接测量量，应表示成直接

测量量ｓｎ，Ｔ的函数；式（２）代入得

　　　ｓｎ＋ｓｎ＋１ ＝２ｖ０Ｔ＋２ｎａＴ２ （１０）

式（１０）表明：ｓｎ＋ｓｎ＋１与ｎ呈线性关系（ｖ０，Ｔ，ａ为恒

量）；隔ｋ项逐差、再求和，得

ａｖ ＝ １
２ｋｌＴ２∑

ｌ

ｎ＝１

（ｓｎ＋ｋ＋ｓｎ＋ｋ＋１－ｓｎ－ｓｎ＋１） （１１）

若取ｋ＝３，ｌ＝２；则有

ａｖ ＝
（ｓ４＋２ｓ５＋ｓ６）－（ｓ１＋２ｓ２＋ｓ３）

１２Ｔ２
（１２）

由式（１１）或（１２）就可确定加速度ａｖ．式（１０）求和，

得

ｖ０ ＝ １
２　ＮＴ∑

Ｎ

ｎ＝１

（ｓｎ＋ｓｎ＋１）－
ａｖＴ
Ｎ ∑

Ｎ

ｎ＝１
ｎ （１３）

若取Ｎ ＝４，即ｎ＝１，２，４，５，式（１２）代入，得

ｖ０ ＝３
（ｓ１＋２ｓ２＋ｓ３）－（ｓ４＋２ｓ５＋ｓ６）

８Ｔ
（１４）

由式（１３）或（１４）可确定初速度ｖ０．

２．１．３　 速度 －位移逐差法（ｖ２－ｓ逐差法）

纸带做匀变速直线运动，则有

ｖ２ｎ ＝ｖ２０＋２ａ（ｓ１＋ｓ２＋…＋ｓｎ） （１５）

式中ｎ＝１，２，３，…．式（２）代入，得

　　 （ｓｎ＋ｓｎ＋１）２ ＝４ｖ２０Ｔ２＋

　　８ａＴ２（ｓ１＋ｓ２＋…＋ｓｎ） （１６）

式（１６）表明：（ｓｎ＋ｓｎ＋１）２与ｓ１＋ｓ２＋…＋ｓｎ呈线性

关系（ｖ０，Ｔ，ａ为恒量）；隔ｋ项逐差、再求和，得

ａｖ－ｓ ＝
∑
ｌ

ｎ＝１

（ｓｎ＋ｋ＋ｓｎ＋ｋ＋１）２－（ｓｎ＋ｓｎ＋１）［ ］２

８Ｔ２∑
ｌ

ｎ＝１

（ｓｎ＋１＋ｓｎ＋２＋…＋ｓｎ＋ｋ）

（１７）

若取ｋ＝３，ｌ＝２；则有

ａｖ－ｓ ＝
（ｓ４＋ｓ５）２＋（ｓ５＋ｓ６）２

８Ｔ２（ｓ２＋２ｓ３＋２ｓ４＋ｓ５）
－

　－
（ｓ１＋ｓ２）２＋（ｓ２＋ｓ３）２

８Ｔ２（ｓ２＋２ｓ３＋２ｓ４＋ｓ５）
（１８）

由式（１７）或（１８）就可确定加速度ａｖ－ｓ．式（１６）求和，

得

ｖ０ ＝ １
槡Ｎ

１
４Ｔ［ ２∑

Ｎ

ｎ＝１

（ｓｎ＋ｓｎ＋１）２－

－２ａｖ－ｓ∑
Ｎ

ｎ＝１

（ｓ１＋ｓ２＋…＋ｓｎ ］）
１
２ （１９）

若取Ｎ ＝４即ｎ＝１，２，４，５，式（１８）代入，得

ｖ０ ＝ 槡２４Ｔ
（ｓ１＋ｓ２）［ ２＋（ｓ２＋ｓ３）２－

（ｓ４＋ｓ５）２＋（ｓ５＋ｓ６）２－（ｓ１＋ｓ２）２－（ｓ２＋ｓ３）２

ｓ２＋２ｓ３＋２ｓ４＋ｓ５
·

　　　　　 （２ｓ１＋ｓ２ ］）
１
２ （２０）

由式（１９）或（２０）可确定初速度ｖ０．

２．２　 奇异逐差法

从不同角度考虑同一问题，或许是有益的；这便

形成了处理打点纸带数据的奇异逐差法．

２．２．１　 中时速度逐差法（ｖ′－ｎ逐差法）

纸带做匀变速直线运动，则有

　　　ｖｎ′＝ｖ０′＋ｎａＴ （２１）

式中ｎ＝１，２，３，…，ｖ０′为ｎ＝０时的瞬时速度（ｎ想

象为比图１中的计数点超前Ｔ２
）；而

　　　　　ｖｎ′＝ｓｎＴ
（２２）

为图１中计数点ｎ－１，ｎ间，Ｔ２
时的瞬时速度［３，４］．式

（２２）代入式（２１），得

　　　　ｓｎ ＝ｖ０′Ｔ＋ｎａＴ２ （２３）

式（２３）表明：ｓｎ 与ｎ呈线性关系（ｖ０′，Ｔ，ａ为恒量）；

隔ｋ项逐差、再求和，得

　　ａｖ′ ＝ １
ｋｌＴ２∑

ｌ

ｎ＝１

（ｓｎ＋ｋ－ｓｎ） （２４）

若取ｋ＝３，ｌ＝３；则有

ａｖ′ ＝
（ｓ４＋ｓ５＋ｓ６）－（ｓ１＋ｓ２＋ｓ３）

９Ｔ２
（２５）

式（２４）或（２５）可确定加速度ａｖ′，与位移逐差法的式

（５）或（６）一致，可谓殊途同归．

由匀变速直线运动的速度规律，有

　　　ｖ０ ＝ｖ０′＋ａｖ′·Ｔ２
（２６）

式（２６）代入式（２３）、再求和，得

　　ｖ０ ＝ １
ＮＴ∑

Ｎ

ｎ＝１
ｓｎ－Ｎ２ａｖ′Ｔ

（２７）

若取Ｎ ＝６，式（２５）代入，则有
—９９—
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ｖ０ ＝３
（ｓ１＋ｓ２＋ｓ３）－（ｓ４＋ｓ５＋ｓ６）

６Ｔ
（２８）

式（２７）或（２８）可确定初速度ｖ０，与位移逐差法的式

（７）或（８）一致，可谓异曲同工．

２．２．２　 线性化逐差法（ｓｔ－ｎ逐差法）

参照图１，纸带做匀变速直线运动，则有

ｓ１＋ｓ２＋…＋ｓｎ ＝ｖ０（ｎＴ）＋１２ａ
（ｎＴ）２ （２９）

式中ｎ＝１，２，３，…，ｖ０ 为ｎ＝０时的瞬时速度．

式（２９）线性化［５］，得

　　ｓ１＋ｓ２＋
…＋ｓｎ

ｎＴ ＝ｖ０＋１２ａ
·ｎＴ （３０）

式（３０）表明：ｓ１＋ｓ２＋
…＋ｓｎ

ｎＴ
与ｎ呈线性关系（ｖ０，

Ｔ，ａ为恒量）；隔ｋ项逐差、再求和，得

ａｓｔ ＝
２
ｋｌＴ２∑

ｌ

ｎ＝１

ｓ１＋…＋ｓｎ＋ｓｎ＋１＋…＋ｓｎ＋ｋ
ｎ＋（ ｋ

－ｓ１＋ｓ２＋
…＋ｓｎ）ｎ

（３１）

若取ｋ＝３，ｌ＝３；则有

ａｓｔ ＝
１０ｓ６＋２２ｓ５＋３７ｓ４＋１７ｓ３－１３ｓ２－７３ｓ１

２７０Ｔ２

（３２）

由式（３１）或（３２）就可确定加速度ａｓｔ ．式（３０）求和，

得

ｖ０ ＝ １
ＮＴ∑

Ｎ

ｎ＝１

ｓ１＋ｓ２＋…＋ｓｎ
ｎ －Ｎ＋１４ ａｓｔＴ

（３３）

若取Ｎ ＝６，式（３２）代入，则有

ｖ０ ＝２３８ｓ１＋８８ｓ２＋１３ｓ３－３７ｓ４－２２ｓ５－１０ｓ６２７０Ｔ
（３４）

由式（３３）或（３４）可确定初速度ｖ０．

由上述５种逐差法的推证可见，逐差法形式简

明，易于计算（代数形式、代数运算），其实质是差分

－平均［５］．

３　 逐差法的运用及结果

取测北京地区重力加速度的打点纸带数据

（ｇ北京 ＝９８０．１２ｃｍ／ｓ２，Ｔ＝０．０４ｓ）［３］，如表１；则依

次运用上述推证的逐差法处理打点纸带数据测定加

速度、初速度的结果如下．

表１　 测定北京地区重力加速度的纸带数据

ｎ　 １　 ２　 ３　 ４　 ５　 ６

ｓｎ／ｃｍ　 ２．２７　３．８３　５．３６　６．９３　８．５１　１０．０９

　　（１）位移逐差法的结果

由式（６）、表１得ｇｓ ＝９７７．０８ｃｍ／ｓ２；再由式

（８）、表１得ｖ０ ＝３６．８８ｃｍ／ｓ．
（２）速度逐差法的结果

由式（１２）、表１得ｇｖ ＝９７６．５６ｃｍ／ｓ２；再由式

（１４）、表１得ｖ０ ＝３６．９７ｃｍ／ｓ．
（３）速度–位移逐差法的结果

由式（１８）、表１得ｇｖ－ｓ ＝９７９．０８ｃｍ／ｓ２；由式

（２０）、表１得ｖ０ ＝３６．２０ｃｍ／ｓ．
（４）中时速度逐差法的结果

由式（２５）、表１得ｇｖ′ ＝９７７．０８ｃｍ／ｓ２；再由式

（２８）、表１得ｖ０ ＝３６．８８ｃｍ／ｓ．
（５）线性化逐差法的结果

由式（３２）、表１得ｇｓ
ｔ ＝９７２．５７ｃｍ／ｓ

２；再由式

（３４）、表１得ｖ０ ＝３７．２６ｃｍ／ｓ．

上述５种逐差法处理打点纸带数据的结果表

明，这５种逐差法的结果基本一致（重力加速度的相

对误差依次为０．３１％，０．３６％，０．１１％，０．３１％，

０．７７％）；因摩擦、空气阻力，则实验测定值ｇ实测 应

比公认标准值ｇ北京 偏小．因此，５种逐差法的结果具

有合理性，进而说明５种逐差法具有合理性、可行性

（以上各逐差法的结果与相应运用最小二乘法的结

果［６］非常接近）．

４　 逐差法的讨论

４．１　 逐差间隔

对式（５），由误差的方和根合成，并虑及ｓ１，ｓ２，

…，ｓＮ 相互独立，标准差均为σｓ；可得

　　　σａｓ ＝
σｓ
ｋＴ２

２槡ｌ （３５）

式中ｋ＋ｌ≤Ｎ，于是

　　　σａｓ ｌ＝ｋ ＝σｓＴ２
２
ｋ槡３ （３６）

—００１—
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式（３６）表明：ｌ＝ｋ时，σａｓ 最小；此时，测量数据ｓ１，

ｓ２，…，ｓＮ 配成对，即２ｋ＝Ｎ，这样可充分利用测量

数据．因此，运用逐差法时，应合理选取逐差间

隔［５］［如式（６）、（２５），式（１２）、（１８）、（３２）同理］．

４．２　 逐差法的合理推证

依据间接测量数据处理算法的“先平均”法与

“后平均”法的讨论［７］知：ａ与ｖ０（待测量，即间接测

量量）同ｓｎ与ｎ，或（ｓｎ＋ｓｎ＋１）与ｎ，或（ｓｎ＋ｓｎ＋１）２与

（ｓ１＋ｓ２＋…＋ｓｎ），或ｓ１＋ｓ２＋
…＋ｓｎ

ｎＴ
与ｎ（直接测

量量）均有明确的函数关系［式（３），式（１０），式

（１６），式（３０）］，ａ和ｖ０存在确定的实际值（就匀变速

直线运动而言，为恒量）；且由式（３）或式（１０）或式

（１６）或式（３０）的任意两方程（对应两组测量数据）

确定的ａｎ和ｖ０ｎ的波动性主要反映随机误差．因此，

ａ和ｖ０ 的算法应采用“先平均”法（即本文推证的式

（５）、（７），式（１１）、（１３），式（１７）、（１９），式（３１）、

（３３））；而由式（４）、或由式（１０）、或式（１６）、或式（３０）

推得的类同的式（４），先算得一个ａｎ、再取平均的方

法（进而，ｖ０ 类同）［５，８］即“后平均”法，明显欠妥．

鉴于：“先平均”法和“后平均”法各适用于两类

本质不同的问题；虽然“先平均”法与“后平均”法的

数学运算结果对相当多的具体问题相差甚微，但也

不宜混用［７］．因此，中学物理实验数据处理中，不仅

不应运用“后平均”法，而且更没有必要涉及．

４．３　 逐差法的特点及比较

逐差法的适用条件是因变量与自变量的函数形

式为多项式和自变量等间距变化［５］；因此，由式（３）、

（１０）、（１６）、（２３）、（３０）知：位移逐差法、速度逐差

法、中时速度逐差法、线性化逐差法是严格意义的逐

差法，速度–位移逐差法是非严格意义的逐差法，即

差值法［５］；且它们均是一次逐差法［虽然由式（１６）、

（３）可推证二次速度–位移逐差法是严格意义的逐

差法，并可推得相应的加速度计算式；但已显复杂，

且因位移和的平方使误差放大以致加速度的计算结

果欠合理］．线性化逐差法因线性化导致不等权，应

按不等权测量处理［５，９］；然而，作为简化处理即仍按

等权测量处理，可能使线性化逐差法的结果略偏离

（加速度的结果略偏小，初速度的结果略偏大）．逐差

法作为解决拟合（回归）直线时方程数多于变量数

的粗略方法（相对准确的最小二乘法而言）［５］，可用

于不要求计算标准差或不确定度的中学物理实验；

因此，逐差法不失为简便、实用的中学物理实验数据

处理方法．

比较位移逐差法的式（５）或（６）、速度逐差法的

式（１１）或（１２）、速度–位移逐差法的式（１７）或

（１８）、中时速度逐差法的式（２４）或（２５）、线性化逐

差法的式（３１）或（３２）可知，逐差法处理打点纸带数

据测定加速度的简捷程度（由简到繁）依次是：位移

逐差法、中时速度逐差法、速度逐差法、线性化逐差

法、速度–位移逐差法（同理，逐差法处理打点纸带

数据测定初速度的简捷程度相同）．因此，更宜采用

位移逐差法处理打点纸带数据测定加速度、初速度．

这就为逐差法处理打点纸带数据的层次性、开放性

实验教学设计奠定了坚实的理论基础．

４．４　 线性化逐差法的实质

式（３０）表明：时段ｎＴ 的平均速度即中间时刻

ｎＴ
２
的瞬时速度

ｓ１＋ｓ２＋…＋ｓｎ
ｎＴ

等于初速度ｖ０加上

一半时段的速度增量ａ·ｎＴ２．
因此，线性化逐差法不

仅仅是数学形式上的线性化，其物理实质是匀变速

直线运动的速度变化规律．

式（１０）写成与式（３０）对称的形式，有

　　ｓｎ＋ｓｎ＋１２Ｔ ＝ｖ０＋１２ａ
·ｎ２Ｔ （３７）

易见：式（３７）表示连续、相同时段２Ｔ 的平均速度，

即连续时刻Ｔ，２Ｔ，…，ｎＴ 的瞬时速度；而式（３０）表

示连续、不同时段Ｔ，２Ｔ，…，ｎＴ的平均速度，即连续

时刻Ｔ
２
，２Ｔ
２
，…，ｎＴ

２
的瞬时速度．因此，式（３０）、式

（３７）具有数学形式上的相似性，物理实质上的相同

性（匀变速直线运动速度变化规律的反映）．

４．５　 逐差法的合理运用

就图２所示测量的位移ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，ｘｎ＋１，…

如何运用逐差法？有认为不可运用位移逐差法的式

（６），否则就不合理，因为式（６）的前提条件是ｓｎ 即

连续相邻计数点间的位移（见图１）；而且合理的数

据处理方法应是速度 －时间图像法［８］．
—１０１—

２０１４年第１１期 　　　　　　　　　　　　　　 物理通报 　　　　　　　　　　　　　　 物理问题研究



图２　 打点纸带的计数点ｎ和位移ｘｎ

由式（６）知，合理运用位移逐差法测定加速度

应是：取偶数个计数点，测量前、后半段位移即可；而

不必依次测量ｘｎ．

若要测量ｘｎ，又要充分利用测量数据；那么怎

样合理运用位移逐差法呢？纸带做匀变速直线运动，

则计数点０和ｎ间的位移为

　　　ｘｎ ＝ｖ０（ｎＴ）＋１２ａ
（ｎＴ）２ （３８）

式中ｎ＝１，２，３，…，ｖ０ 为ｎ＝０时的瞬时速度．式

（３８）隔ｋ项逐差，得

ｘｎ＋ｋ－ｘｎ ＝ｋｖ０Ｔ＋１２ａＴ
２（ｋ２＋２ｎｋ） （３９）

ｘｎ＋ｌ＋ｋ－ｘｎ＋ｌ ＝ｋｖ０Ｔ＋１２ａＴ
２［ｋ２＋２（ｎ＋ｌ）ｋ］

（４０）

式（４０）减式（３９）即再隔ｌ项逐差，求和得

ａｘ ＝
∑
ｍ

ｎ＝１

（ｘｎ＋ｌ＋ｋ－ｘｎ＋ｌ－ｘｎ＋ｋ＋ｘｎ）

ｋｌｍＴ２
（４１）

若取ｋ＝４，ｌ＝２，ｍ＝２；则有

ａｘ ＝ｘ８＋ｘ７－ｘ６－ｘ５－ｘ４－ｘ３＋ｘ２＋ｘ１１６Ｔ２

（４２）

由式（４１）或（４２）（位移逐差法的另一形式）就可确

定加速度ａｘ．

而由式（５）取ｋ＝４，ｌ＝４，得

ａｓ ＝ｓ８＋ｓ７＋ｓ６＋ｓ５－ｓ４－ｓ３－ｓ２－ｓ１１６Ｔ２
（４３）

比较式（４２）、（４３）知：仅测量ｓｎ 的前、后半段，由式

（４３）计算ａｓ较简捷；且式（４３）更好地反映了数据测

量方法与数据处理方法的辩证关系．

由式（５）、（４１）的推证过程知：ａｓ 和ａｘ 分别是

一、二次位移逐差法的结果，且式（５）、（４１）的适用

条件不同（分别针对ｓｎ 和ｘｎ）；因此，式（５）、（４１）不

应混用，且由式（５）确定加速度ａｓ更简捷．

５　 结束语

本文拓展化、具体化了处理打点纸带数据测定

加速度、初速度的逐差法，提供了运用细致推证的５

种逐差法的一个典型实例，比较了各逐差法的特点、

简捷程度，探讨了合理运用逐差法的现实问题．逐差

法可作为中学物理实验数据处理的实用方法，故本

文的研究既可作为关于数据处理方法的高中物理课

程资源，又可作为物理学方法论教育的显性方法的

内容，是高中物理教师深入认识、教学设计打点计时

器实验的理论基础；同时体现了高中物理课程内容

理念的基础性、选择性，高中物理课程实施理念的多

样性，并突出了开放性．可以预见，通过本文推证的

处理打点纸带数据测定加速度、初速度的逐差法的

探究式教学，可很好地培养物理实验的数据处理方

法，可更好地理解匀变速直线运动的规律，进而提升

物理实验的数据处理能力．
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